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　　　　The　behavior　of　multicomponent　plasmas　in　the　Penning－Malmberg　traps　is　discussed
with　the　parameters　corresponding　to　experiments　with　antiprotons　and　cryogenic　electrons．
The　relaxation　times　for　the　energy　transfer　from　antiprotons　to　electrons　and　between　parallel
and　perpendicular　components　of　electrons　are　esti皿ated．　It　is　shown　that，　depending　on
the　values　of　parameters，　both　the　former　and　the　latter　can　be　the　bottleneck　in　the　cooling
process．
1．　INTRODUCTION
　　　As　a　method　to　confine　charged　particles，　the　Penning－Malmberg　trap　has　been　widely　applied
not　only　to　precise　measurements　with　small　number　of　particles　（iops）　but　fer　analyses　of
properties　of　plasma　bulk．　［lj　The　assembly　of　trapped　charged　particles　can　be　also　used　to　host
other　particles　introduced　into　the　trap　for　various　purposes，　The　cooling　of　high　energy　particles
by　cryogenic　plasmas　in　the　trap　may　be　one　of　typical　examples　of　such　applications．　［2］　ln　these
applications，　the　behavior　of　multicomponent　plasmas　in　the　trap　is　of　essential　importance．　The
purpose　of　this　article　is　to　analyze　the　thermal　equilibrium　and　mutual　relaxation　processes
in　multicomponent　plasmas　in　the　Penning－Malmberg　trap．　We　keep　the　application　to　the
plasma　composed　of　cryogenic　electrons　and　high　energy　antiprotons　in　mind　but　present　general
expressions　except　for　the　cases　where　the　as．　surnptions　on　parameters　are　necessary．
II．　HAMILTONIAN
　　　We　consider　the　Penning－Malmberg　trap　with　the　magnetic　field　in　the　z－direction　B　＝　B2．
For　simplicity，　we　assume　the　cylindrical　symmetry　around　the　z－axis　and　denote　the　coordinates
of　patticles　r　as
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r±　（R，　z）　＝（R，　e，　i）．　（2．1）
　　　In　the　rest　frame，　the　Hamiltonian　for　charged　particles　is　expressed　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hlo　＝£iMiv？’　＋Uint（｛ri｝）　＋2　Uext（Ri）・　（2・2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t
Here　U・・t（｛・・｝），　U・xt（R），　mi，　and・v・・a・e　th・i・tera・ti・ゆ・tween　p・・tid・・，　the　extern・1　P・t・・ti・1，
the　mass，　and　the　velocity　of　the　particle　i，　respectively．　The　canonical　momentum　of　the　particle
i，　Pi，　is　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pi　＝＝　mivi十qiA（ri），　（2．3）
where　qi　is　the　charge　and　A（r）　is　・the　vector　potential　at　r．　ln　cylindrical　coordinates，　A（r）　一is
written　in　the　form
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A（r）＝（AR，　Ae，　A．）　：（O，　SBR，　O）．　（2．4）
Due　to　our　assumption　of　the　rotational　symmetry　around　the　i－axis，　we　have　the　conservation
of　the　z－component　of　total　canonical　angular　momentum　M．　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　砥一Σ冷Σ（m緬＋1αβRl）・．　　　（2．5）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t　　　　　　　　　　　　l
　　　In　thermal　equilibrium，　trapped　particles　perform　a　solid　rotation　around　the　z－axis．　We
denote　its　angular　frequency　by　w．　The　Hamiltonian　in　the　coordinate　frame　rotating　with　w
around　the　z－axis　［3］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H　＝Ho－wM．　（2．6）
is　rewritten　into　the　form
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H＝＝　H6＋｝Zk，R？・，　（2．7）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t
where
　　　　　　　　　　　　　　H6　＝＝　Z．　iMi（”i－W2×Ri）2＋Uint（｛ri｝）＋ZUext（Ri）　（2・8）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t　　一　1
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lΣ畔一1ωΣ（q・B＋mμ）Rl・　　．（2・9）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t　一　　　　z
The　term　（2．9）　in　H　serves　as　a　potential　which　confines　particles　around　the　z－axis．　Noting　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v：・＝vi－w2．　x　Ri　’　（2．10）
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is　the　veloci七y　of　the　particle　i　in　the　rotating　frame，　we　observe　that　H6　has　the　same　form　as
the　H：amiltonian　for　p批rticles　in　the　potential最eldし亀餌オ（R）interacting　with乙rint（｛ri｝）inもhe　rest
grArnρTトρnAnnninAl　rliqt．riト浦nn　in　f．hρrAt．A十inff　frArnρiq十hiiqσivρn　hxr十hA十Af　a　Qvafam　UTharn　り　ム　ロ @ムハユロけりみるレ　るレリゐリムけりゐユリロリムリムムムユムリるムロ　　リリワ　ゐごみ　へ　ユユリユソリユムロリめユリリユニリノ　リエユドリ　ム　ドリノリりしムムよ　ワザムユしょレ
par七icles　are　in　the　external　potentialΣi　U，xt（Ri）＋圭Σ轟碍and　are　mutually　interacting　via
the　potentialこfi　nt（｛ri｝）．［4］
　　　When　we　have　only　one　species　of　charged　particles　in　the　trap，　the　con丘ning　potential　is．
given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ihR2，　　　　　　（21・・）
where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝一ω（gB十mω）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（242）
In　the　case　where　q＝一e〈0，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝ω（eB＿mω），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．13）
and　fbr　con且nement，　the　conditionω＞Ois　to　be　satis且ed．
　　　When　we　have　several　species　of　charged　particles　in　the　trap，　the　con丘ning　potential　for　the
speciesαis　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ik・R2，　　　　　（2・・4）
where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k。＝一ω（q。B＋Mαω）．　　　　　　　　　（2．15）
For　electrons　and　antiprotons，　gα＝一e〈0，　and　the　Hamiltonian　in　the　rotation　frame　is　given
by
　　　　　　　　　　昭＋1㌦論（・B－m・ω）暗1ω＿論…（・B－m・ω）鴫　（2・16）
where　me　and　mp　are　the　masses　of　an　electron　and　an　antiproton，　respectively．　For　confinement
of　both　species　of　particles，ω＞Oand　it　is　also　necessary　to　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω（eB－mpω）＞0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．17）
III．　EQUILIBRIUM　DISTRIBUTION　OF　ONE・一COMPONENT　NONNEUTRAL
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　PLASMA
　　　We　here　consider　the　case　of　one－component　plasma　with　the　charge　一e　and　the　mass　m　in
the　trap　and　discuss　the　distribution　in　thermal　equilibrium．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A．　Determination　of　w，　R　and　n
　　　In　thermal　equilibrium，　charged　particles　perform　a　solid　rotation　around　the　magnetic　field
with　the　angu｝ar　frequency　w．　At　low　enough　temperatures，　their　distribution　has　a　sharp
boundary　and　the　density　n　is　uniform　up　to　some　radius　R　where　the　density　suddenly　changes
from　n　to　zero，
　　　The　z－component　of　the　total　canonical　angular　momentum　（2．5）　is　conserved　due　to　sym－
metry　around　the　z－axis．　Noting　that　（’　＝　d／dt）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ臓R忽＝Σmμ瑠，　　　　　　　　　（3．1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t　　　　　　　　　　　　　　　t
for　the　solid　rotation，　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　M．　一一　2，　（miw＋SqiB）R？・　＝＝　gn（mw一；eB）R‘　（3．2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z
per　unit　length　along　the　z－axis．
　　　Since　the　confining　potential　w（eB　一　mtu）　is　equivalent　to　the　uniform　background　charge
density　2eoew（eB　一　mtu），　the　density　n　is　related　to　the　confining　potential　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　＝　Tnocv（eB／Tn．　一　cJ）2Eo／e2．
On　the　other　hand，　n　is　related　to　the　number　of　charges　per　unit　length　N　and　R　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　TnR2　＝　N．
When　M．　and　N　are　given，　w　and　R　are　thus　determined　by　the　relations
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．（w　一　eB／2m）　47reo　M．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w（eB／m－w）　e2　N2’
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R2＝＝r！Z2一！一．．　．N．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2Teo　m　w（eB／Tn　一　w，）
（3．3）
（3．4）
（3．5）
（3．6）
B．　Brillouin　Limit
The　minimum　of　R　　　　　　　　　　　　　　　’
Rmin　＝　（2m／rEo）1／2（N／B2）1／2， （3．7）
is　attained　when
　　　　　　　　　　　　　　　　　1eB
　　　＝O　and　w＝；＝’一．M．＝ nd　w　i　　　　　　　　　　　　　　　　　2m
（3．8）
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This　is　called　the　Brillouin　limit一．　［51　ln　this　case，　we　have　the　maximum　density
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n．．．．．．．　＝　lt　m（eB／m）2en／e2　＝　1（B2／m＞En．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’…w－J　　2　、　’　ノ　v’　　　2、　’　ノ）’
or
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nm．．e2／som　＝　S（eB／m）2．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C．　Slow　Rotation
　　　When　lwl　＜＜　eB／m，　relations　（3．5）　and　（3．6）　reduce　to
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　4Teo　Mz
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2w　e2　N2’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R2　．．　一s2　14一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　遅・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2reo　m　w（eB／m）
We　also　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Mz　＝＝　一fneBR4，
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　4w
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nmax　eB／m’
Since
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ne2　．　eB
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝2w－L一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　EoM　m
we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω《（轟）1／2《誓・
We　note　that　in　this　case
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M．　〈O．
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IV．　EXPERIMENTAL　PARAMETERS
　　　Here　we　list　typical　values　of　parameters　expected　in　experiments　to　cool　antiprotons　by
cryogenic　electrons　trapped　in　the　Penning－Malmberg　trap．
magnetic且eldB 5T
trap　length． 1むm
trap　radius 0．1cm
electron　density7Le 109cm－3
antiProton　density7Lp 107cm－3
electron　temperature％ 10K
antiproton　temperature
?
104K　and　higher
electron　solid　rotation．ωe 105s－1
The　cyclotron　frequencies　are　given　by
　electron　cyclotron　frequency　l　eB／m，　＝　1．76　・　10i’B［T］［s－i］lg　・　10’is’i
antiproton　cyclotron　frequency　fi　eB／m，　＝　9．58　・　！07B［T］［s”i］　1　5　・　108s－i
Some　scales　of　lengths　are
．electron　Debye　length（εoんB7も／ηee2）1／2＝6．9（％［1《／／γLε［c7η｝3］）1／2［cm］7・10－4cm
antiproton　Debye　Iength（eokBTp／npe2）1／2＝6．9（7う［1ぐ］／γLp［cm－3］）1／2［cγγL］2・10－1cm
electron　mean　distance（3／4ππe）1／3＝0．620（ηe［cm－3］）一1／3［cm］6・10｝4cm
antiproton　mean　distance（3／4πηp）1／3＝0．620（ηp［cm－3］）一1／3［cml3・10－3cm
electron　cyclotron　radius2πu軌，e／（eB／me）＝1．39・10－5（7も［1ζ］）1／2／B［7「］［cm］9・10－6cm
antiproton　cyclotron　radius2π刀疏，p／（e1ヲ／mp）＝＝5．96・10－4（乃［1（］）1／2／B［7「］［cm］1・10－2cm
close　collision　radiuse2^4πεoんBT＝1．67・10－3／T［1（］［αη］
The　coupling　constants　are　given　by
　rε　（electrons）
窒吹iantiprotons）
e2^4πεoαe鳶BT＝2．70・10『3（ηe［cγη｝3D1／3／勾［．κ］
?Q^ 4πεoαP鳶BT＝2．70・10－3（γLp［cm－3j）1／3／7レ［1（】
・10－1
U・10－5
Thermal　velocities　are　given　by
electron
@　　・≠獅狽撃垂窒盾狽盾
η亡九，e＝（kBTe／Me）1／2＝3．89・105（7も［1（D1／2［cm／3］
父Iんψ＝（kBTp／Mp）1／2＝9．09・103（ろ［1ぐD　1／2［cm／8i
1・106cm／s
X・107cm／s
We　have　an　inequality　for　length　scales
　　　　　　　　　　　　　　　　electron　cyclotron　radius　＜＜　electron　mean　distance
　　　　　　　　　＜＜　antiproton　mean　distance　＜＜　antiproton　cyclotron　radius（4．1）
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V．　RELAXATION　OF　ENERGY
　　　T，r）t，　iiq　nnw　mnRiclpr　t．hp　rAIA．yA．t，inn
introduced　into　cryogenic　electrons．
nrnep．qRp．q　whinh　nnenr　whAn　pnprcrpf．ir．
r‘　｝　｝v｝旧v暫　　　　冒▼　凸‘凸｝凸・　　　v　v》　一凸　　　　冒u　一鳶）凸▲　　　）A凸v占　ovりる）
f．i rnt．nn．q　　　　　　　　　　ArpLV“u凸ｪ凸　v　uv・晶｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A．　Relaxation　of　Antiproton　Energy
　　　When　antiprotons　are　impinging　cold　electrons　with　the　velocity　vplf，　or　wi七h　the　energy
EpM　＝　mpvp2h／2，　the　loss　rate　of　paral．lel　energy　is　estimated　as　follows．　We　move　to　the　frame
where　the　antiproton　is　at　rest　and　the　electron　is　coming　with　the　velocity　一vpli　from　z　＝　oo．
In七he　strong　magnetic丘eld，　electrons　move　along　the　magnetic　field　lines　gyrating　with　small
cyclotron　radius　and　the　drift　approximation　may　be　applied．　［6］　ln　this　approximation，　electrbns
within　the　impact　parameter
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e2／47reo（m，／2）v．21E　（5．1）
are　reflected．　Electrons　with　the　impact　parameter　larger　than　the　above　make　a　drift　motion
around　the　antiproton　and　eventually　move　to　z　＝　一〇〇．　After　the　collision，　they　have　the　parallel
velocity　一vpll　and　the　perpendicular　energy　Ei　which　is　an　adiabatic　invariant．
　　　The　frequency　of　collisions　with　the　impact　parameter　smaller　than　（5．1）　is　thus　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　n，e4／4TegmZvp311　＝＝　2ii2Tn．　（liitde2　）2　twt／2E3（2　（lll’t）3i2．　（s．2）
Since　the　momentum　transfer　to　electron　is　2m，vplt，　the　change　of　the　parallel　velocity　of　antipro－
ton　（recoil）　is　given　by　2m，vpy／mp，　Noting　that
　　　　　　　　　　　　AEpfl　＝　；Mp　（vp”　一　2Me　vplr／mp　）2　一　Smp．　v’　，2”　＝　m4（me／mp）Epg，　’　．　（5．3）
we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d－　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　誹II＝ア瑞“，・　　　　　（5・4）
where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llr　＝　25i2rne　（ii＃t2s2　）2　ast7ts｝Ki2E362　（illtt）ii2・　’　（s．s）
For　n，　＝　109cm－3，　Epl］　＝　104K，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；，i　rv　8・105s－i　（5．6）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム
67
68 Hiroo　TOTSUJI，　Kenji　TSURUTA　and　Chieko，　TOTSUJI
B．　Relaxation　Between　Parallel　and　Perpendicular　Temperatures　of　Electrons
　　　In，　strong　magnetic　field　where　cyclotron　radius　is　smaller　than　the　close　collision　radius，
parallel　and　perpendicular　components　of　energy　of　electrons　relax　separately　to　the　Maxwell
distributions　with　different　temperatures：　The　relaxation　between　these　components　is　’＝@slow
process　limited　by　the　many－body　adiabatic　invariance．　［7－9］　The　relaxation　time　for　the　latter
is　written　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d一　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ttTetl　＝＝　一t（Tefl－Te±）｝　．．　（5．7）
　　　　　　　　　　　　　　　　　Til　＝　ne（2e2／4TsokBTe”）2（kBTelt／（me／2））1／21（K），
where　1（K）　is　a　function　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　K　＝＝　（eB／me）（2e2／4TeokBT，1］）／（kBT，ll／（m．／2））i／2．
（5．8）
（5．9）
For　ne＝．109cm－3，Teli～Te±～10K，　and　B＝5T，κ．＝＝1．7・102　and　T2－1～101s－1．
C．　Relaxation　of　Antiproton　Energy
　　　Let．us　now　coゆare　these　relaxation　times．　We丘x　the　magnetic丘eld　at　5T　and　the　density
and　the　temperature　of　electrons　at　109cm－3　and　10K，　respectively．　We　note　that　both　of　the
above　process　can　limit　the　cooling　of　an七iprotons：When　Epil＞108K（10keV），　T1＞T2　andもhe
relaxation　is　limited　by　the　process　．E］pll　一一〉　T，El．　When　Ep［1　〈　108K（10keV），　Ti　〈　T2　and　the
relaxation　is　limited　by　the　process　Tell　一　Te±・
VI．　CONCLUDING　REMARKS
　　　The　analysis　on　the　relaxation　between　the　parallel　and　perpendicular　energies　of　electrons
have　been　done　both　theoretically　and　by　numerical　simulation　and　the　result　is　shown　to　re－
produce　experiments　in　Malmberg　trap．　The七ransfer　of　antiproton　energy　to　electron　is　partly
confirmed　by　our　numerical　simulation．　The　analysis　on　the　equilibrium　distribution　of　each
component　in　the　trap　and　the　relaxation　processes　in　the　real　space　are　now　in　progress．
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